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摘要 :利用 模 丛 之 间 的 嵌入 关系 ， 构 造 出 了 自由 从 的 伺 入 子 从 和 任 一 模 丛 的 嵌入 子 自由 从 . 
得 到 一 般 模 丛 都 能 够 成 为 一 个 自由 丛 的 伐 入 子 丛 ; 同时 任 一 模 从 也 能 够 有 一 自由 从 (或 投射 从 ) 
是 它 的 嵌入 子 从 ， 还 给 出 了 投射 处 转 化 为 自由 丛 的 条 件 . 
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纤维 从 是 建立 在 底 空间 上 的 一 族 参数 化 的 几何 对 象 , 它 将 拓扑 学 与 微分 几何 结合 , 是 20 
世纪 几何 学 研究 的 重要 组 成 部 分 ， 并 在 理论 物理 中 得 到 广泛 应 用 . 由 于 纤维 从 的 组 成 结构 复 
杂 ， 所 用 的 五 个 概念 结构 各 自 变化 多 样 ， 就 产生 了 各 式 各 样 的 纤维 从 ， 如 在 文献 [1] 中 讨论 
了 一 种 高 度 螺 线 纤维 从 ， 局 部 上 看 象 是 一 从 从 直线 束 ,， 它 与 底 的 任 一 横 截 面 切割 成 一 个 康 托 
型 集 ， 在 文献 [2-3] 等 中 又 给 出 了 Buchsbaum 从 、 辛 几何 上 的 标 架 从 等 ， 在 文献 [4] 中 我 们 
讨论 了 一 种 纤维 是 模 结 构 的 模 从 . 

不 管 是 什么 样 的 纤维 从 ， 从 理论 的 中 心 问题 是 要 指出 结构 变化 时 , 其 示 性 类 的 区 别 有 多 
大 ， 也 就 是 从 映射 的 结果 如 何 . 因此 有 很 多 研究 从 映射 的 文章 ， 如 文献 [5] 中 利用 Postnikov 
分 解 理论 讨论 了 一 类 纤维 从 偶 之 间 从 映射 的 存在 性 文献 [6] 讨论 了 紧 Kihler RÉE G - E 
从 模 空 间 以 及 它 上 的 租 入 映射 ; 文献 [7] 讨论 了 从 的 广义 联络 映射 ， 文 献 [11] 利用 向 其 从 上 
的 映射 将 向 量 从 进行 了 人 分类， 讨论 了 Thom 类 从 ; 文献 [8] 讨论 了 模 从 上 的 浸入 映射 关系 ， 
这 将 使 对 模 空间 所 作 的 一 些 构造 能 移 到 模 从 上 来 ， 其 结果 是 可 以 在 模 从 之 间 建 立 一 种 同调 
理论 ， 因 此 讨论 模 从 之 间 的 从 映射 是 尤为 重要 的 .本文 就 是 在 文献 [8] 的 基础 上 进一步 讨论 
模 丛 之 间 的 、 更 重要 的 嵌入 关系 ， 使 一 般 模 丛 都 能 够 成 为 一 个 自由 从 的 供 入 子 处 ， 同 时 任意 
模 从 也 能 有 一 个 自由 从 (或 投射 从 ) 是 它 的 嵌入 子 从 ， 从 而 可 使 模 丛 这 个 杂乱 庞大 的 内 在 局 
部 结构 通过 较为 有 规律 的 、 有 基 的 自由 丛 的 嵌入 ， 使 我 们 认识 模 从 结构 变 得 较为 简单 . 

定义 1 设 M 和 AN 分 别 为 两 个 mm 维 Cr VUE. 如 果 有 C*(1 <k<7) 映 射 f:M 一 
N 满足 

(1) f 是 单一 的 ; 

(2) 在 任意 一 点 p € M, 切 映射 fe: TM) 一 > Ty(p)(N) 都 是 非 退 化 的 ， 则 称 f 为 一 个 
C^ 嵌入 ， 此 时 就 称 (f, M) 为 N RATRE. 
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如 果 映 射 /只 满足 条 件 (2), 则 称 f 是 一 个 C* RA 浸入 在 局 部 上 是 单一 的 ， 但 不 能 
保证 在 大 范围 上 是 单一 的 ， 浸 入 子 流 形 和 嵌入 子 流 形 的 区 别 就 在 于 象 集 f(M) 是 否 有 自 交 
sk. 特别 地 , Xp f:M — f(M)C N 是 同 胚 映射 则 称 f 是 M 在 N PERA. 

定义 2 i6 — (E,7, M,V,G),n = (TMG') 是 同一 底 空间 上 的 两 个 R - UA, 
如 果 存 在 从 映射 v, 使 对 Vp e M, 纤维 映射 


V |: (p) — (mT) (Dp) 


都 是 R - 单 模 同 态 ， 则 称 y 是 从 & EA n RARS, ERA EEA n RATA. 

设 r TEMA € 中 不 同 的 两 点 , 若 它 们 是 同一 基点 p 纤维 上 的 两 点 , 不 妨 设 zx, € x-1(p)， 
FX vj E R- XAD, WU vl,(z) Z vl» (2); 若 它们 是 不 在 同一 纤维 上 的 两 点 ， 由 丛 映 
射 的 保 纤 性 知 ， 从 映射 全 将 rz 映 为 不 同 纤维 上 的 两 点 ， 当 然 它 们 的 象 也 不 相等 ， 因 此 从 
映射 一定 是 单 射 . 

设 (U, xi) 是 点 pe M 在 底 空间 上 的 一 个 局 部 坐标 系 , 由 从 定义 知 : nip) 5 {zi(p)}xV 
同 构 ， (x')-1(p) 与 (z'(p)) x V' 同 构 ， 纤 维 映射 为 


wlp :7 (p) — (1) (p). 


Xt vq € n7 (p), 由 同 构 及 从 局 部 图 表 可 换 ， 可 以 设 (m7 1 (U), y!) I (7) 1 (0), 27) 分 别 是 包 
EA g 和 点 v(q) 的 坐标 卡 ， 则 可 将 处 5 上 点 4 的 坐标 yla) 表示 为 (zy Q)), 其 中 v ev, 
同 理 可 将 w(q) 的 坐标 z*(w(9)) 表示 为 ( z (70), 其 中 v= v(v) e V". 

此 时 从 映射 % 在 局 部 坐标 系 下 的 切 映射 Va: TE — Tyo E! 就 表示 为 


zt = Ż (pla) =, 1xiszm, 


z5—a((q)-zovo(y) (0), imm. 
Y HIIRI v. : TE — Toa E! 所 对 应 的 基 变换 表达 式 为 


T 
azi) | - 
0 Oy) 


因为 y 是 模 同 态 ， 所 以 25072 是 非 退化 的 矩阵 ， 因 此 切 映射 在 点 q 是 非 退 化 的 .特别 地 ， 
若 模 同 态 y: nip) 一 ，(r)-1(p) 的 秩 rank( 吕 人),i > m AR, W rank(327) 就 等 于 从 E 
的 维 数 ， 因 此 定义 2 是 定义 1 的 合理 推广 . 

定义 3 RA E= (E,7,M,V,G), 若 纤维 型 V 是 已 - 单 模 ， 则 称 为 单 模 从 ， 若 纤维 型 
VÆR- 自由 模 ， 则 称 € 为 自由 从 ， 若 纤维 型 V 是 R- 投射 模 ， 则 称 & 为 投射 从 

对 任意 的 pe M, 根据 模 从 定义 中 “纤维 V, = n (p) 与 纤维 型 V 同 构 ” 的 条 件 , 得 出 单 
模 从 、 自 由 从 、 投 射 从 的 纤维 也 分 别 是 单 模 、 自 由 模 、 投 射 模 .如 此 就 有 自由 从 是 投射 从 ， 
但 投射 从 不 一 定 是 自由 从 .下 面 我 们 所 讨论 的 模 丛 都 是 在 相同 的 底 空间 M 和 相同 的 西 环 R 
上 进行 的 . 


2 ”定理 和 证 明 
定理 1 单 模 丛 可 以 嵌入 到 任 一 模 从 中 ， 即 它 是 任 一 模 丛 的 嵌入 子 丛 ， 


No.1 张 飞 军 等 模 从 上 的 嵌入 子 丛 153 


证 i8 £= (8,7,M,V,G) 是 R- UA, n= ( 忆 ,r ,MY G') 是 任意 R - UA. IN 
为 & 的 纤维 7-!(p)(Yp e M) 是 R- HA, n 的 纤维 (m (p) Z& R - 模 . 所 以 有 单 模 同 态 
(ifii ELE BRA BEAT) 

Qp:n (p)—9 (x) (p) 
S y: E — E', 使 满足 Xt Vy c E( 存 在 pe M, 使 yer (p) 有 
v(y) = pply) € (T) (p) c E". 
根据 模 从 的 局 部 平凡 性 知 ， 儿 是 单 从 映射 而且 还 有 
w oyy) = T (ply) =P, 7(y) =p, 

则 存在 单 丛 映射 y, 使 得 下 列 关系 式 


E 一 一 一 一 一 > E 
> 
M 


可 换 ， 即 有 roy =r. 这 说 明 上 ARAE] 7 P. l 
特别 地 , 6 n 的 纤维 型 V,V' 之 间 给 定 一 拓扑 变换 , 使 wp(r-1(p)) Rt v^ (p) 
的 拓扑 一 致 ， 那 么 这 样 的 嵌入 就 是 一 个 正则 嵌入 .以 下 讨论 的 问题 都 有 如 此 类 似 的 结论 , 
定理 2 对 任意 投射 从 都 存在 一 自由 从 ， 使 投射 从 是 该 自由 从 的 巾 入 子 从 . 
证 设 £=(E,7,M,V,G) 是 任 一 投射 从 , 对 底 空 间 M 上 任 一 点 p, 都 有 "1(p)(= mt) 
HV 是 情 -投射 模 ， 由 投射 模 的 等 价 定 义 知 ， 存 在 自由 模 Vp E Vo = 0, 1 6 Sp. 
于 是 令 


Li 


E = |] (mp e Sp), n'—mop: E' — M, 
peM 
其 中 pi EAA n, O S, 的 第 一 投射 ， 由 此 规定 的 s 是 满 射 ， 通 过 (ES. M) 可 以 构造 一 
自由 从 . 
不 妨 设 U 是 包含 点 p 的 、 M 上 的 开 集 ， 根 据 流 形 结构 的 相 容 性 ， 可 以 选取 E 的 一 个 
局 部 坐标 卡 (Ua, Va), E p € (Us), E. «^! (U) = Ua. 由 从 定义 存在 局 部 同 胚 映射 


Pa : Ua x V — m1 (Ug), 
则 有 
Palp : (p) x V — v! (p) 


为 模 同 构 , 由 文献 [9] 顺 其 自然 的 想法 是 扩充 palp H Palp f Valp : Dx V — 7 7 (p) Sp. 
由 于 V 是 投射 模 ， 很 容易 在 (ppx V 中 定义 一 种 运算 ， 使 它 成 为 R- 模 ， 规 定 


(p, a) + (p.b) = (p.a + b), Va,b € V, 
JU {p} x V 也 是 投射 模 ， 由 投射 模 性 质 可 知 ， 存 在 alp 使 下 列 关系 式 
ipixV 


o » 
7 (pes, Pi 


: zx (p) 
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可 换 ， 即 有 pulp = pio olp - 

由 同 胚 palp, 可 说 明 Valp 是 单 射 ， 但 不 能 说 明 v'ulo 是 满 射 ， 故 也 就 无 法 得 到 它 是 同 
胀 ， 因 此 这 样 的 构造 自由 从 是 行 不 通 的 .以 下 我 们 寻找 一 种 新 的 构造 从 方法 . 

^p. qE M, WAHRE V,—z-(po65,. Va =T !(g) 6S, EP ap). n-!(g) 
都 与 了 同 胚 ( 即 线 性 同 构 ), 所 以 有 m (p) Sr(a), HL (p). mia 为 投射 模 ， 则 有 自 
由 模 B 及 满 同 态 f、f' 使 


fi:B—o7 (pe ff:B—7 (q). 
Et A = kerf, A' = ker f^ 则 得 短 正 合 列 
A-B-Lha(p, 4 一 了 二 Tri(g)， 
因为 -1(p) Sr(a), 所 以 ASA. 由 上 式 短 正 合 列 可 得 ， 存 在 C' n 1 (p) = rta), 使 
B-Ae6C'& Aen (q) ^ n (9g) 6 Sa = Vs. 


所 以 V, S V,. 在 M 上 取 定 一 点 其 自由 模 记 为 V', 显然 了 为 RERE V S V, S Va, REG 
作为 从 (E' n^, M) 的 纤维 型 ， 由 此 定义 


P'a: Ua x V! — (n*) ! (Us), 
使 
alo: (p) x V' — 7^! (q) 6 Sp, 
BE Pal 为 一 个 模 同 构 ， 因 此 


P'a: Ua x V' — (n) 1(U4) 


为 一 同 胚 映射 . 

考虑 E 的 子 集 族 

= U {p'a W): W 是 Us x V' 中 任意 的 开 子 集 }， 
CE 人 

容易 验证 8 是 E 的 一 个 拓扑 基 ， 有 了 拓扑 基 仿 照 切 矢量 从 的 构造 方法 就 能 自然 得 到 E" 的 
流 形 结构 . 

由 此 找到 自由 从 (E'n, M,V',G"), 对 Vp € M, 从 映射 

y: E — F' 


的 纤维 映射 
pon (p) — (1) (Pp)= 7 (pS5;) 
都 是 R- 单 模 同 态 ， 所 以 自由 从 (E, r, M, V', G) 为 给 定投 射 从 (EE,7,M,V,G) WRA K 
A. 
根据 定理 2 给 定 底 空间 M 及 任 一 点 pe M 的 纤维 找 从 的 方法 ， 又 可 得 到 下 列 推论 . 
推论 (Er, M) 为 任 一 模 从 ， 则 它 有 一 个 自由 从 (已 ,mr M), 能 使 从 映射 


f:E-—E' 
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为 满 射 ， 即 对 
fp:n (p) — 7! (p), Yp € M 


为 满 同 态 ， 并 且 使 下 列 关系 式 


E E 
up 
M 


可 换 . BDfE—HEUA, MFE K MAE T REBHBBABIBOCEA. 
由 于 自由 从 是 投射 从， 所 以 推论 中 “自由 从 ” 改 为 “投射 从 ”也 成 立 . 
推论 说 明 对 任 一 模 从 , 都 可 以 府 入 到 某 一 自由 从 (或 投射 从 ) 中 ,当然 任 一 模 从 不 可 能 赂 
入 某 一 自由 从 中 ,否则 任 一 模 从 就 都 只 有 自由 从 的 特性 了 . 但 我 们 有 如 下 更 进一步 的 结论 . 
定理 3 设 £= (E,7,M,V,G) EER R- SUA, FEAH R- A, fie 


q£:V — A 


是 满 同 态 ， 则 存在 一 自由 从 7 = (E'n, M, AG") JE E BOBOACAA. 
证 因为 :TY 一 4 是 满 同 态 , 且 4 是 自由 已 - 模 , 不 妨 设 Y 是 4 的 基 ， 对 每 个 
bEY C A 选 定 一 个 a。 EV 使 pla) — b. 那么 映射 


p':A—»V 
定义 为 
P(r) = arerF 
(其 中 re R). 则 o! 是 一 个 R- Bi, RR- Bmg’), Jl 
vc:A—BcV 


是 一 个 R-RE, N B 也 是 自由 R- 模 且 有 VV = BG@ Ker(yp). 按照 定理 2 的 方法 可 以 构 
造 一 自由 从 n= (E", n, M, B. G?). 

X Vp € M, 由 于 (r) (z) S Bs (p) & V = Be@Ker(y), 不 妨 设 它们 的 模 同 构 分 别 为 
91. 02. 所 以 可 构造 自然 的 从 映射 


v: E'— E, 
HOS Vr e M, wp: (m) (p — x (p) 满足 
0209500, : B — V = BG Ker(y) 


是 对 F 的 第 一 投射 ， 因 此 vs 是 单 同 态 ， 则 从 7 是 从 € RATA. l 

在 本 定理 中 有 “ 若 存在 自由 R- A 使 p : V — ARRAS HARE, (B3R 
知 这 样 的 自由 RR- BEA 是 很 多 的 ， 如 选取 模 F 中 适当 元 素 作为 模 4 的 基 ， 显 然 有 满 同 态 
p: V 一 4 存在 . 根据 需要 可 以 取 不 同 的 满 同 态 ， 因 此 这 样 的 条 件 限制 对 本 定理 的 成 立 并 
不 严格 . 
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有 了 上 述 推论 和 定理 3, 今后 研究 模 从 就 可 转化 为 研究 与 其 相关 的 自由 从 (或 投射 从 ), 而 
自由 从 的 许多 性 质 和 矢量 从 有 相似 之 处 ， 如 此 可 使 复杂 问题 简单 化 . 

自由 从 是 投射 从 ， 但 投射 从 不 一 定 是 自由 从 .下面 给 出 投射 从 是 自由 从 的 一 个 条 件 . 

定理 4 设 €=(B,7,M,V,G) Æ R- 投射 众 ， 若 RR 是 整数 环 DU e 是 自由 从 . 

因为 纤维 型 是 整数 环 RR 上 的 投射 模 ， 由 模 论 知 整数 环 尺 上 的 投射 模 是 自由 模 ， 因 此 
Vjé R EARR, We 是 自由 从 ， 故 整数 环 上 的 投射 从 和 自由 从 是 等 价 的 . 


3 ”相关 结论 


纤维 从 理论 的 一 个 重要 成 果 就 是 引进 了 示 性 闭 上 链 , 示 性 类 是 底 流 形 上 的 同调 类 , 用 以 
区 别 不 等 价 的 纤维 从 . 纤维 从 上 映射 的 正 合 性 是 研究 纤维 从 示 性 类 的 一 种 主要 计算 方法 [2， 
下 面 我 们 给 出 一 个 与 模 从 映射 正 合 有 关 的 定理 . 

定理 5 对 任 一 模 从 (E,n, M), 可 以 得 到 一 个 投射 分 解 (Ens fn} 


> En LIS P Bo Hp. AE. 


其 中 En = (En, pa M) 是 投射 从 ， 每 一 f 是 满 射 ， 且 有 fao foci = 0. 
证 由 于 每 一 个 从 (En, M) 都 有 一 个 投射 从 (局 ,pl M) H fi 是 满 射 ， 由 文献 [9] 中 
的 方法 可 以 作 一 短 模 从 正 合 列 


(N3,71, M) (E1, pi, M) (E, 7, M), 


其 中 i 是 典型 包含 同 态 ， 对 于 从 (Nim. M) 也 同样 有 一 个 短 正 合 列 


(Na, T2, M) (Es, p2, M) (Ni, m, M), 


即 得 | 
(Nz, 12, M) (Ez, p2, M) (E1, pi, M) (E, 1, M), 
且 有 fio fz = 0, 继续 如 此 作法 ， 即 得 所 需 结论 ， 并 且 它 们 构成 一 个 复 形 . l 
向 其 从 上 的 正 合 性 讨论 过 可 裂 条 件 U91, 对 特殊 的 模 从 - 投射 从 也 可 得 到 更 广 范围 的 正 
合 列 的 可 裂 性 . 
定理 6 iE = (BE,r,M) 为 一 投射 从 ， 则 以 为 第 三 项 的 短 正 合 列 都 可 裂 ， 即 若 存 在 
HM (i,pi,M), (E2, p2, M), 使 E, 一 > E; — f E HER AL, Wl nr. 
证 X vpe M, nip) 为 投射 模 ， 由 投射 模 定 义 知 ， 若 o € Hom(r- ! (p), A), 对 任何 满 
同 态 re Hom(B, A), BARA f € Hom(s-! (p), B), f co f =c, 即 有 下 列 关 系 式 


z (p) 
"wi. 
BŽ - p4 
交换 . 
特别 地 取 
A-m (p, o= id € Hom(n™!(p), n~! (p)), 


B=p2 (p, T= folps-i(p) € Hom(pa ! (p), «^! (p)), 
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有 下 列 关系 式 


z^ (p) 
id 


prp eec. p) 


交换 ， 即 有 同 态 f € Hom(r (p), po! (p)) f ro f = id, 所 以 短 正 合 列 右 可 裂 ， 
对 于 模范 畴 ， 任 意 单 边 可 裂 的 短 正 合 列 必定 是 双边 可 裂 的 ， 因 此 定理 得 证 . l 
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The Embedded Subbundles over Module Bundles 
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Abstract: To construct the embedded subbundles of free bundles and the embedded free sub- 
bundles of any module bundles, by using embedded relation of module bundles. It is indicated 
that any module bundles can becomes a embedded subbundles of free bundles,and that there 
is a free bundles (or projective bundles) is a embedded subbundles of any module bundles also. 
In particular, the condition which projective bundles change into free bundles is given. 
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